
 

TEMA 9 i ESPACIO AFÍN
Definición Espacioafín

A Vi4 es un espacioafín sii

i A 0 A esunconjuntodepuntos

Ii Vesun K espaciovectorialdedimensiónfinita dinA dimV

iii y A A V ftp.mqCV VpqCA ftp.ql pqeselvectorquevadepaq
PT

ir ftp.q ylp.rltylr.gl
v VpEA yp A vdadaporqplqt ylp.gl esbiyectiva

A kn
kn

4 pg b ai br an Bc
p la an A V 4 es unespacioafín
q bi bn

ftp.rltylr g c a a an bi c bn cn a bi a br an Bc
it

VeamosYpinyectiva ftp.ql

Lfpq pp r Cc a Cr an Bc

bi ai baan Ba ai ai bi ai Ui l n q r

Veamos qpsuprayectiva

v x Xr Bc

Ypq V bi a br anPE x xrtpsa sbi ai xi.li L en

bi xi tai tia1 n

din L Rectaafín Si A lospuntossonvectores
dipv 2 Planoafín 4 vw W V as CAV y esunespacioafín



Estructuradelassolucionesdeunsistema

Sea I sistemadeecuaciones lineales nonecesariamentehomogéneo

k E K I sistemahomogéneoasociado Io k c kn

si K 1 0 K la an t o k

A K K y la an v la a tw w v

CA V y es unespacioafín

Proposición

ilpp
oiilqpe
pjiiilpqrsc spr.gs Regladelparalelogramo

Den

i pfipp pp spp

oiilpqtqppp.co pot qp

iii pts pjtqr rstqrqscpq prtrq qstrq

rs.PTv e V ens pt u É g A A
p v l ptv q dondeqEAeselúnicopuntotalque pf ypg

Propiedades

PF
i p to p

ii pi.lvtw ptv w Asociatividadmixta

Den

pq iw qr.vrw
pr.ptvtwl ptpr r lptvltw qtw r



iii VpCA tqEAl I v EVtalque ptv q
Natación

V t grupo V t lesunaacciónsobreAfiel inyectiva ytransitiva

q p pp

g p t r g r p pr

Definición Variedadafín

SeapeA Wc V

pi W l p i W WEW es lavariedadafínquepasaporp con direcciónW

0135

X p W W y l es espacioafín

Dem

p ptO E X

We v

Y1xxx X x X V

4 q r 4 p i w piwa Ylptwi.ptwit wa w wa W E W
a re x

qCX yq X W ibiyectiva

4gesinyectiva

Sea w EW I yqCr W r E X

W 4g r r CAúnico
ti

44r I of weW
r qtqr ptpqi.gr E pt W X as r E X

u

ftp.qlpexqexspqew



Proposición

X p t Wvariedadafín Entonces

i X q W tqCX XVectoresconorigenyextremo enX

ii W Lpf qex4 tqr.iq re X l
P Vectoresconorigenen p yextremoenX

Dem

Veamospt WEqtW elrecíproco es análogo

ptW qt t W Cq tW pues qp EW porqueqC q p w

poi w

w CW

i il FI e I i Few

qqfejqptpr pr pq
w.itwidew

r p rpi
we px
WEW es q p w E X w PTePF

Definición Posicionesrelativas

Supongamos X Xa variedadesdeCA V y1

se cortan sonsecantes si X r Xa t 0

son paralelas si XTeXT o Í eXT

encaso contrariose cruzan



Proposición

Yi la variedades
n 0 X nllano esvariedad

X ir Xa 70 X r X esvariedad

pE X rXa as X r Xa p Fink X.nl a Í n Í
Dem

pEX X p Í e p t En

PEXa Xa p I z p F n y
X nlla p r XTr

qe x n x q II Ip ÉI iii ii weprairie

X nXa e pr l Í n Í l

X r X p t l Í n Í XÜ Í n

Proposición

Xi Xavariedades XivXa noesvariedad porlogeneral

Definición sumadevariedades

Xi P t Etp t Í t Í t l PPXa pa xXa

Xi e X X Xa e X Xa
11 11 11

p t Í p t t Í r l lpipi p.tk p r X Xa i L pipa
n

p tpapi
pipaCLippi



X p tXP Xa pat XP

Xi tXa p t XT r E r llpipi1

Propiedades

X X E X t Xa as X U K e X Xa

Veamos X UXaE X Xvariedad es k tXaE X X tlla eslamenorvariedad
quecontienea X uXa

Dem

pi E X t lla

pi E X EXUka e X p EX

K ulla e X EnsXTXTe Í
F tpq.p.geXt

p E X iprEXa e pi pr E X vlla as pi p E X pipaEF

p XTrXT r l pipa a X as X XaEX

Proposición

X p tXP Xa pat XP

Xir Xa 0 c s pipaeXTt

Den

pe X r X pipa pip Fpi c Í n Í

pipaCXixXI pipi pig tWa gEX waC Í

wa p.pttqTp qTpa s wa pTqi Ypalq
n

pati qaElla

Ypaq ypaga q ga as X r Xa 0



dimX dinF
Teorema

Xi Xavariedades

din
dinX t dink dinXinKa si n 0

dimX tdimK t I dinTinta si XinXa 0

Den

X n lla EO i X n X es variedad y Xin En Ti
dinlx.tlal dinlXTIal dinxTtXatLlpTpi

dime E dinktdinIdinlxinxilppitex.rudinX dimX dinlX.sk

X nXa 0 pipa Í Í
dinlx.tlal dinlXTIal dinxTtXatLlpTpi

dinlxitxiltdinllp.pis dinllxitxilnllp.pt
dim Í t dim Din Tink t l din101

dimX r DimXa t l Dim Ñ r E

Ej r s rectas e R r y s se cruzan

Hs rn s 0

37 din rts dimr dims r I Dim Tri I r I r I O 3

din rts 3 es rts porrts p IR R
p p

espacio conjuntovectorial depuntos

Ej r recta t plano R r r r Lpot 0

3s dimCri M dim r dint din rnr l t 2 O 3

dim r r 3 rt r R



Ej R M y ta planos Ti yMa secruzan

p n Ma O M HTa i dim l n Nopodríasero

47 dim r tMa l dimTI dimita t l dimTITr Fi 2 t 2 t l l 4

as dim r tra 4 Ti Tia IR

Definición sistemadereferenciacartesiano

A V 4 espacioafín

FijemospoCA Sea B lui un4basedeV

Sea unpeA ptp u t xrun Xi ck

Entonces p xi a r sonlascoordenadasdep en

elsistemadereferenciaafín R tpo B l
0135

poorigendelsistemadereferencia

Puespoto Ou tova i Oun J po lo 0 Ir encualquierbaseB

Definición Coordenadas en unsistema dereferencia

R lpo Bl poCA BbasedeV B Lvi un4

pCA as p Xr Rittsp.pt in B v t mm

Cambiodesistemadereferencia 2610412021

R tpo B l po txi Xr lB
POT popótpoip sp.p p.pt polis

x B l ai an B x xr dis

a x an B x í xr B

I mas B f mar



Kt H iii ill
a vi
p MIR i Rl

1M R R l IMlB B l O I MIR R MCR R

Definición sistemadereferenciaafín

n dimA

po pr l es sistemadereferenciaafín sí 1pipi pointesbasedeV

R lpo B 1pts pts7 tl es sistemadereferenciacartesiano

R tpo B Lv un44es sistemadereferenciacartesiano

lpop prl essistemadereferenciaafín

Definición Puntosafirmente independientes

pop pml n er sonafirmente independientes si papi pots son l i
laindependencia nodependedequépuntotomemoscomoorigen

Definición ACP

P lpo pi pm4 son mil puntosarbitrarios
llamamos A D pot llpT.pt p.PT Eslavariedadafínmáspequeñaquecontiene

a todoslospuntos
dimACP dinllp.pt p.pt

0 EPe A es A P Al
Afirmente independientes

A P ppr l l lp.pt pePt
Sobranmuchos



Ecuacionescartesianas y paramétricas

Sea X q.tk variedadafín goEX dimXan dimPen n e r p n n

Sea R Lpo B l sistemadereferenciacartesiano

p Xi Xr R g Ci a R q.TT c Xr cn B

FcV an x c t an n an O

p.exesq.PT e Í
ap c l t tapalxs cn 0enR

b

q.itX t tan Xr anciana

apX t taprxn apicit.u.tapnc.br
Paso aecuacionesparamétricas

p
O

dpa

Xr dn
ap app µ a µ a µ yseexpresanenfunción

Xp cpptidpi.it cprX delasindependientes

Definición Aplicaciónafín

Sea 0 A A AyA espaciosafines t v V k lineal

Elpar10 d es unaaplicaciónafínsi q ptv es q p Xlv

Á Yestádefinidademaneraúnicapor0deformaqueMpf 04104Tn u

Ñ 04104 Porcomodidad Y Aplicaciónlinealasociada

0 A A esafín si v Vdadapor ElPT 01pts es k lineal

Ej 0 A A 0 p po

pf 0410Gt pipi O es eslaaplicaciónnula

Ej 0 A Aafín ido v V

Élpot pq 047 es ptos q0Ü v

p pt v Traslacióndevector



Casoinverso Dadalatraslación 0 p ptv veamos 0 esafín

Hayqueverque0Tes k lineal

pj 04104T prv.qtv ptv.lptpq ptviptlpqn
ptvpg pq.es ido eslineal

t

es Todaslastraslacionessonafines

Definición ConjuntodepuntosfijosAa

Sea 0 A Aafín

A LpEA p p

Ej 0 A A 0 p po A lpol LA esvariedad

Ej 0 A A traslacióndevector
A 0 si v O LA noesvariedad

Aa A si v O LA esvariedad

Proposición

Si A 0 es A esvariedad yAT VE
Den

A 0 VeamosA poTVE dondepoCA

Veamospot VI i EAa

D pot u v EUÉ i v

papppot pff es 0 p 0 po i v po t u p es p p

Veamos A Epo tUÉ i

peAa

p potpopepoi.VE i

ptp 0cp.TOCpi popeVoTii



Ej 0 A A

V V É ridv re i CEhomotecia

0 esafín

Puntosfijosdeuna hondecia

0 A A F ridv r to I 0 eshomotecia

Veamosquesoloexiste unpuntofijo A tal
Veamos 1Ae l e 1 Encasodehabernohaymásdeuna

pgEAa rpoi rapto r PJ r pot r I r pot O

es pot o p qµ
real

Veamosquehayexactamenteunpuntofijo
C p t pts7 Veamos a esfijo
0 c 0 p t papi p tp t papi

pt pots I p pots
Veamoscomo sellegaalafórmuladelpuntofijo
SeaaCA r fi PT Otp 0lplp i.pe

pts7 I r Ipi as PI pts5 c pipa pe pots



Matrizdeunaaplicaciónafín

0 A Alafín R Lpo Bl R tpo B t dimA dinka dimA dinV n
referenciaenA referenciaenA

B Lvi ml B 4 vint

pCA 0 p EA

0 po CA

p x IR es p.TT a B

0 pa la an I r pó0 la anbis

0 p xn.IR es pá x Xm B

poi0 ppoitcpps poi 0cp.pl
Él poi pato

a B xi xd B la anIB a K anIB

a
Masilos f tMariló Í

I iii X
Mar O

Ej 0constante R lpo Bl R tpo B t pi 0 pa
O Oiii l o

A0 po po la an B a an o



Ej 0 traslación R LpoBlH
idv Sielegimoscomoprimervectordelabaseelvectordelatraslación

mafia off
Noexisteningúnpuntofijo

po po la an B lo Otis

es po po a v t tarn
III

vectordelatraslación

Ej 0 homoteciaderazón r 0,1 concentroa
rider R la B

rio

te cÜ O

si no conociéramoselpuntofijoc

reos a

a

a re Aa A III II xi aii.ru

C antrx.es I r xi ai

µ ai
i r

rt i
sp.ca 1 B



Proyecciones afines

0 A Aafín
Veamos 02 0 s É yA 0

es 02 0 es 0
1
ÑOpoi yo Ilp 1400kg Ylap 410417

Ñ 0410Gt tocpoi1

Ao 0
A 1 0

Vp.CA Olp 0 pl P EA
Info cA y si pCAo

p Olp c In 0

In O Ao

SeapoEAa peA

p pot u v ptp

p pa Flu pot v
02 0

Otp po i Yu po t 0 po Él u

Matriz canónicadeunaproyección

0 A A afín 02 0 0proyección

R Lpo Bl poeAa B Lvi venvente ht
CVE cVoto

mio iii
Xm O
i
xk O



Justitación geométricadelaproyección

V esproyecciónvectorial conbaseVE y direcciónVoto

0 baseAa 0dirección VI o
po tuo i poCAa

Veamos 0 p t Aar p VIo
a Ocp c In O Ao

POT Otp Olp p O

pts7 c VEo 0 p ptp e pt VEo

2 Aa r pi VI o 0 Aa r pt VI a es variedad

dimAar p VEo din Aonlpi.ve l dinlAonlptVoTT

din VE n VEa O

pt VI o

p

p
baseAce pot VI



Simetríasafines

0 A Aafín

Veamos ideas É ido y A 0

Den
a

ido ida 0007 É É 0 idv

Veamos Agt0 Sea XlK112
Olp

PEA n p t z pOlpl p
0cm Olp a la pott ptp al p p

p t p0 tal p POT atp p m

poEAa p pot u v

04ps 0 po Élvi potidvlvl p.tv p

Matrizcanónicadeuna simetría

0 A Aafín O ida

R lpo Bl poeAa B Lvi vn uni ht
EVE EVE

iii i
Justificacióngeométricadelasimetría

p
Larelación entre proyección ysimetría
asociadas esquelaproyeccióndeun
punto eselpuntomedioentreel
punto ysusimétrico

Olp



Homologíasgenerales

0 A A es homologíageneral si pop x I x r r e l ai l y A t O

R Lpo B l poeAa B tu vn.vnti un
cVE CVER

Malos I e ien

rxi ont I e i en

Llamamos a r laRAZÓN

p n po t UÉ i es laBASE
Ao

Hunt un VE r es ladirección

si labaseesun hiperplano lamatrizcontienesolouna r
Todahomologíageneralescomposiciónde r homologíasgeneralesconbasehiperplano

Proposición

A Lpot s l oCOT

Dem

l XL ili
A tpot e rg A In n c pa I A In I to a 1 O F

0135

Encuantoauna homologíageneral q x I x r 1 no implicaqueA 0

Noimplicaque 0 seahomología

Ej Mrlos

ftp es
imposible A yq x I x r



Proposición Inyectividad suprayectividad ybiyectividaddeaplicacionesafines

0 d 0 A Aa t V Va d d pj 01pts pf
Veamos 0 esinyectiva suprayectiva biyectiva a lesinyectiva suprayectiva biyectiva

Den

Veamoslainyectividad

t pj tlp q 0 p dpoi Olp tlf r

p q
r PT pts

0inyectiva Kerim los

q r tlqrl 0cq otesqr.no es q r

Notación Grupoafín

GALA 0 A A 0 esafínybiyectiva1
111 tu
Grupo afindelespacioafínA 0Tbiyectiva octales

0135

ElnombrevienedequeGAIA1 es efectivamente ungrupo
0 oOzCGalas

0 i Or e GA A i
a
i eGAA Jo É idv



Clasificacióndelgrupoafínenelplano

dinA 2

CASO I K a

1 E OLÉs
0 ida A A

QE x 1 es 0traslación

ida Ao 0

98 1 X r r e I o Ediagonalizable
homologíageneralsiA

0homologíageneralcondesplazamientosiA 0

MÍos Malao a 0 Gaoq
13 1vi vale lai aal o.o traslación homología

Mala Malo

QE 1 y
essimetríasiA 0 p

0 es simetríacondesplazamiento siAo 0 Eco

QE 1 a
A0 0 es homologíaespecial

P

Ao 0 0eshomologíaespecialcondesplazamiento

R lpo Bl poEAa BbasedeJordan

Mr101 base Ao potVE porLlvilleje
dirección Ural

turcos f fl Mío as

p
Aa

a x y
y y



1 o E Ao Lpol es R Lpo Bl

q X r r 1 o ridv 0 homoteciaderazónr y centrogo

98 x r x s r se i o q Mr los
l Í Í

diagonalizable

B Lvi vale
q

varvas

MR O M 0 o 0 0 a homologíasgenerales
baseydireccióncambiar

qE x r r I I O

rio mira L ll
0 es homologíaespecialcompuestacon homotecia

CASO2 K IR

Solohayuncasonuevo

q X ta X tao CIRIx irreducible

x x X xa l a a i bi E CilR Mis É ab ab

Mrlos
1A tpot

0135

Todaafinidades composicióndeunaafinidadconpuntosfijos yunatraslación



Teorema

A Aespaciosafines poeA l v v lbasedeV

Portanto poEA vi n EV

I l 0 A Aafíntalque pa pa i Olvil vi Vi l n

Dem

peA p po TÉaivi es 0 p po tÉ aivi
Teorema

A Aespaciosafines po p prl sistemadereferenciaafíndeA

Vpo pi pr EA 7 0 A A afíntalque 0 po po Vi 0 l n

Isomorfismodeespaciosafines

A A espaciosafines AEA VÉV as DimV dinV

din dinV 7 t V V isomorfismo

PoeA poEA 7 0 A A talque
Po Pá

E a
A A c VeV c dimV din V

Variedades invariantes

0 A Aafín X e p t E variedad

a a
PÁ e F
E cEV



Cónicas

A IR planoafínrealusual

Ccónica si 0 e c e lp yIR O ai X t 2a a y tazay tZao t 2amYtaco1

amXt i 2a Y t a EIR XY

Veamosquecambiandodesistemadereferencia seobtieneotropolinomio asociado

C o ti y la f A MrCal aaa

P MIR R P j p lx iy R

a

anime a Kit
O ai X t todo Seguimosteniendo un polinomiocuadrático

C no es unavariedadafín

Sea A MRl c l Unanuevacónica
1

Definición cónicasafirmenteequivalentes

C yC sonafirmenteequivalentes C C l si Mr c MR Cc1
1

Es relacióndeequivalencia



Teoremadeclasificacióndecónicas

Todacónicarealesafirmenteequivalente a una ysolounadelassiguientes

1 x y 1 o Elipsenodegenerada

2 x2 ya 1 O Hipérbolanodegenerada

3 xa_y o Parábola nodegenerada

4 x ty2 0 Elipse degenerada Sololaverificaelco a r
5 x ya o Hipérboladegenerada

6 xa l o Parábolasimplementedegenerada

7 xa o Paráboladoblementedegenerada

Den

0 11 y A A Ao A Partecuadrática

y Ao Y t 2laoi a Í t a a Ao Mis1gal

Leyde
k IR Ao Ao a Ei 1 1,0Inercia

A D Aap p M B B II p I
s o y PtA P Y t 2Caoaca Y taco

x y Ad Í t 21amaca Y t aaa

E x l t Ealy l t 2Cao aca1 Y taco

E lx I t EaCys t 2Cao a a D Í ta
E lX l tEaly l tLabX t 2aday t a

a
a x t a o 0

EiyEi nopuedenvaleramboso la101
Siambosson 1 podemosmultiplicar

por 1 Portantopodemossuponer
quealgunovale1 ylopondremosenEi



E 1

Ez 1

x l t y1 t 2ao x t2aday taba x taai l t y tabal tacá aoi ai

t y 1 si adico acid

t y si a o
noescónica si a so Gira

adoro es oídoso 3FajoER es Fado

y Gira
Mao

t ai l t y tadal t a t y tacá

Kit X i

MIRR R Lpo B t MlB B Ia B B

pápó aún i aún ao v taarra O

po l ai i ada R

Es l

x l y l t Labx r2doy rabo x t ai l y do l t
ao

y 1 si a co
y si ao O

X y t l si no so quecambiandodesistemadereferencia esigualalprimercaso
Loqueestamoshaciendo se basaenuncambiodesistemadereferencia

0 a x t taco E X t Eay t2ao x t 2aday tacá

p x yla p lx y R

R Lpo B l RE lpo B t
poAo MBgo MB gol MIRR

Í MIB B f D Mis B fi o



Ea o

x l t Lai t2do y todo x tai l t Laday t a tLaday todo

da 10 es _Haday a l _y

x x tad y Lairy oído

f Í lamatrizesdecambiodereferencia

lo es inversible

x 1 siadíoa 0 Rectasparalelas

air o o taco x sioído 0 Rectadoble
noescónica siaka so



Clasificacióndecónicasporinvariantes

Sea Ccónica

A Mr c A MR c A PTAP D MIRIR Po MlB B

la H
c

X X
A A rgA rgCA l ElA ElA signo IAI signo1A ll

n n i i
r r ls.tl sit 1

Almultiplicarpor 1 elrangonocambiaperoc sí Loqueesinvariantees8 1s t
Ao PotAPo es A Aa ra ri So So signo11Aol signol lAall

Celipsenodegenerada

A r 3 8 1 de0 ra 2 Go 2 doso

Celipsedegenerada

A r 2,8 2 D O i ra 2 So 2 doso

C hipérbola nodegenerada

A r 3 S 1 dso ra 2 So 0doco

C hipérboladegenerada

O
A q r 2 8 0 d 0 ra 2 So 0doco

Cparábolanodegenerada

A r 3Sr de o.ro l So I do o



Cparábolasimplementedegenerada

1 0 O

A O loq r 2 5 0 d 0 ro l So I do o
0

Cparáboladoblemente degenerada

O O O

A O loq r I S 1 d 0 ro l So I do o
0

Aplicacionesentrecóricas

Sea Ccónica

A MR c A Mr c A PtA P P MIRR I

pEC p y I r p lx y IR

p Y P i Mr101 0 x y Cx y l r
u
Poinversible

p y

0 p x y1 Í

O l l y1A l l x y 1A A Mr c A Mikel
i

aix t todo

y lre c es 0 x y Ir C C

Además es INVERSIBLE

0 es unaaplicaciónafínbiyectivaquellevapuntosdeunacónicaaotra



Ej 0 5x t 5y eGxy 4 4y t2 5 t _9 t 5ya 4y 2Cerra

5 1 t y t
3
y i 5 t y tt 2 5 1 t y 2

x y yt l i doso r 3 Elipsenodegenerada

y a_ o
Ex El y Es

y FEY FE y tt
0 R Ra

Maior ftp.frozjf
0

via
4

po s


